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1.3 Messunsicherheitsanalyse (MUA) ,.kurz und biindig*

An dieser Stelle soll nur ein extrem verkiirztes Kochrezept fiir die Berechnung und Angabe
von Messunsicherheiten angegeben werden. Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung laden Sie sich
bitte das Buch ,,Arbeiten mit Messdaten — Eine praktische Kurzeinfithrung nach GUM* unter
https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-662-60660-5 herunter (in den Formaten
pdf oder epub, kostenlos aus dem Uninetz, von zuhause aus VPN nutzen, Informationen zu VPN
unter https://www.kim.uni-konstanz.de/e-mail-und-internet/vpn/).

1.3.1 Zweck der MUA

Die Messunsicherheit gibt an, wie zuverlassig ein Messwert bzw. ein Ergebnis ist. Dies ist ent-
scheidend dafiir, Ergebnisse miteinander vergleichen zu kénnen, denn eine perfekte Ubereinstim-
mung von Zahlenwerten tritt in den Naturwissenschaften meist nur zuféllig auf. Die Unsicherheit
gibt also an, um wie viel sich Ergebnisse unterscheiden diirfen, um trotzdem noch ,zusammen-
zupassen®.

1.3.2 Schitzen von Messunsicherheiten

Auch ohne duflere Hilfsmittel kann man Aussagen iiber physikalische Groéflen treffen, indem
man Unbekanntes mit Bekanntem vergleicht. Man bezeichnet diese Vorgehensweise iiblicherweise
als ,,Schéitzen“. Dabei nutzt man das im Laufe des Lebens erworbene Wissen, um Einheiten
festzulegen (z.B. die eigene Korpergrofie) und die Eigenschaften physikalischer Objekte mit
ihnen zu vergleichen. , Schitzen“ bedeutet also nicht einfach ,Raten*! Typische Aussagen beim
Schétzen enthalten Formulierungen wie ,,ist ungefihr, ,ist sicher grofler als®, ,jist sicher kleiner
als“. Das Ergebnis ist also eher ein Intervall als ein Zahlenwert. Die Breite des Intervalls gibt
dabei an, wie sicher man sich bei seiner Schétzung ist.

Als Anhaltspunkt kann in vielen Fillen die Skaleneinteilung eines Messgerits dienen (Mafistab
mit Zentimeter-Teilung, Lineal mit Millimeter-Teilung, Messschieber mit Schrittweite 0,1 mm
oder 0,01 mm, ...). Wenn allerdings die Anzeige eines Messgerits offensichtlich um mehr als
einen Skalenteil schwankt, muss die Unsicherheit so gut wie moglich aus der Schwankung ge-
schétzt werden.

Die Ubergénge zwischen ,,Schiitzen“ und ,Messen“ sind flieBend. Die Nutzung der Daumenbreite
als Einheit zur Angabe von Léngen ist kein dufleres Hilfsmittel im engeren Sinne und die Zuver-
lassigkeit ist offensichtlich begrenzt. In diesem Sinne wiirde man vermutlich eher von ,,Schétzen
sprechen. Allerdings ist die Verwendung der eigenen Daumenbreite (und nicht nur des allgemei-
nen Begriffs , Fingerbreite®, bei dem man nicht einmal weifl, wessen Finger es sein soll) bereits
ein Schritt hin zu einer gewissen Reproduzierbarkeit der ermittelten Mafizahl. Dies ist ein we-
sentliches Merkmal einer Messung. Auch die teuersten Messgerite vergleichen letztlich nur eine
Grofle mit einer Einheit.


https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-662-60660-5
https://www.kim.uni-konstanz.de/e-mail-und-internet/vpn/
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1.3.3 Angabe von Messunsicherheiten

Bei der Angabe von Ergebnissen muss die Unsicherheit in geeigneter Weise beriicksichtigt wer-
den. So ist es z. B. nicht sinnvoll, einen Messwert mit einer beliebig groflen Zahl von Ziffern
anzugeben. Den Benzinverbrauch eines Kraftfahrzeugs mit 7,495845 ﬁ anzugeben wire of-
fensichtlich genauso unsinnig wie die Lénge einer Schaumstoffmatratze mit 1,976 258 m. Fiir die
yrichtige” Ziffernzahl gibt es keine allgemein giiltigen strengen Vorschriften. Folgende Regeln ha-
ben sich aber in der Forschungspraxis bewéhrt und sollen daher auch im Praktikum angewendet

werden:

e Angabe der Unsicherheit des Ergebnisses mit zwei geltenden Ziffern (man zdhlt von links
ab der ersten von null verschiedenen Ziffer).
Beispiel: u(z) = 0,033 m

e Angabe des Messwertes mit so vielen Ziffern, dass die Wertigkeit der letzten Ziffern von
Messwert und Unsicherheit iibereinstimmt (auch wenn dadurch eine oder mehrere Nullen
am Ende geschrieben werden miissen).
Beispiele:

— x=3,512m mit u(z) = 0,033 m
— z=1,410m mit u(x) =0,033m
— 2 ="7,000m mit u(x) =0,033m

e Angabe von Zwischenergebnissen bei langeren Rechnungen jeweils mit mindestens einer
Ziffer mehr (also drei oder mehr Ziffern bei der Unsicherheit), um dem Ansammeln von
Rundungsabweichungen entgegenzuwirken.

Beispiel: x = 3,5123m mit u(z) = 0,0333 m

1.4 Schreibweisen fiir Unsicherheiten

Es gibt verschiedene Schreibweisen zur Angabe von Unsicherheiten bei Messwerten. Der Uber-
sichtlichkeit halber soll im Physikalischen Anfingerpraktikum eine der in Tabelle angegebe-
nen Schreibweisen verwendet werden.

Die Unsicherheiten werden dabei als (immer positive) ,,absolute Unsicherheiten* u(z) moglichst
mit der gleichen Einheiiﬂ wie der zugehorige Wert x angegeben.

1.5 Statistische Ermittlung von Bestwert und Messunsicherheit

Angenommen, Sie haben eine Grofle insgesamt n mal gemessen und dabei die Messwerte
Z1,...,%, erhalten. Unter der Annahme, dass alle dabei auftretenden Abweichungen zufélli-
ger Natur sind, sollen Sie nun ein ,,Endergebnis“ berechnen. Sie kénnen dazu in vielen Féllen
folgendes Verfahren anwenden:

a) Bestimmung des besten Wertes fiir # durch Berechnung des arithmetischen Mittelwertes

! Auf jeden Fall mit der gleichen Dimension, also z. B. Dimension einer Linge, Masse, Geschwindigkeit, usw.
3In der Klammer wird iiblicherweise kein Dezimaltrennzeichen geschrieben.
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Nr. | Form Beispiel 1 Beispiel 2 Kommentar

1 {z}({u(x)})[x] 2,000(50) m 7,985(42) kg sehr  kompakt,
fiilhrende Nullen hiufig in wis-
der Unsicherheit senschaftlichen
werden nicht Veroffentlichun-
geschrieben gen

2 x+u(z) 2,000m + 0,050 m 7,985 kg + 0,042 kg

3 (2,000 + 0,050) m (7,985 +0,042) kg

4 2,000m + 5,0 cm 7,985kg +42¢g sehr haufig auch

im Alltag

Tabelle 1.1: Verschiedene {ibliche Schreibweisen zur Angabe von Messergebnissen einschliellich
der zugehorigen Messunsicherheiten. Die Schreibweise 1 wird in internationalen Normen wie der

DIN EN ISO 80000-1:2013-08 empfohlen.

Bitte beachten Sie dabei: die eingeklammerten Ziffern sind keineswegs weitere Dezimalstellen,
deren Giiltigkeit moglicherweise irgendwie eingeschriinkt ist, sondern sie stellen die Messunsi-
cherheit selbst als Absolutwert dar. Die Wertigkeit der letzten Ziffer vor der Klammer entspricht
dabei der Wertigkeit der letzten Ziffer in der KlammerE]

Nicht signifikante Nullen am Ende sollen vermieden werden. Dies kann durch die Wahl einer
geeigneten Einheit erfolgen und/oder durch die Verwendung der Exponentialschreibweise (,,wis-
senschaftliche Schreibweise“) fiir den Zahlenwert.

7 nach

Ti=T= x; . (1'1)

SRS
M=

=1

b) Bestimmung des besten Wertes o, fiir die Breite der Verteilung durch Berechnung der
empirischen Standardabweichung nach

am:\J (nil) (@i -7)? (1.2)

i=1

¢) Berechnung der Standardunsicherheit u(z) als Standardabweichung des Mittelwertes oz
nach

Oz

vn

d) Aufrunden von u(x) auf typischerweise zwei geltende Ziffern.

e) Runden (auf oder ab) von z auf die gleiche Dezimalstelle wie u(a:)EI

f) Angabe der gerundeten Werte x und u(z) (Schreibweisen siche Tabelle [1.1]).
Hierbei kann es sinnvoll sein, zur Vermeidung nicht signifikanter Nullen am Ende ei-
ne passendere Einheit zu wihlen und/oder die Exponentialschreibweise (,,wissenschaft-
liche Schreibweise®) fiir den Zahlenwert anzuwenden, bei der die Zahl als Produkt aus

einer Mantisse a (mit 1 < a < 10) und einer Zehnerpotenz dargestellt wird, also z.B.
1013,25hPa = 1,01325 - 10° Pa.

u(x) =0z = (1.3)

“Das bedeutet normalerweise nicht , gleiche Zahl von Ziffern“! Wichtig ist, dass die ,Wertigkeit der jeweils

letzten Ziffer gleich ist.
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1.5.1 Kombinieren von Messunsicherheiten

Bildet man aus den Gréfien a,b,c, ... eine neue Gréfie z = f (a, b, ¢, ...), so lassen sich die Kenn-
groBen der Verteilung der Grofle z aus den Kenngréflen der Verteilungen der Gréflen a, b, c, . . .
berechnen. Der Wert von z ergibt sich dabei einfach als der Funktionswert. Fiir die Standardun-
sicherheit gilt das sog. Unsicherheitsfortpflanzungsgesetz:

Ist die Grofle
z(a,b,c,...)

eine beliebige Funktion mehrerer unabhéngiger Grofien
a,b,c,...

mit den zugehorigen Standardunsicherheiten

u(a),u(b),u(c),...

so ist die kombinierte Standardunsicherheit von z

te(2) = \J 9z u(a) (%-u(b))2+(%-u(c))2+... . (1.4)

Das Symbol % bedeutet dabei die partielle Ableitung der Funktion f nach der Variablen a.
Sie beschreibt die Steigung der Funktion z(a,b,c,...) in Richtung der Variable a bei unver-
anderten Werten der anderen Variablen b,c,.... Zur Bildung der partiellen Ableitung nach ei-
ner bestimmten Variable betrachtet man also alle anderen Variablen als Konstanten. Es ist
daher nicht schwieriger, eine partielle Ableitung zu bilden, als eine ,normale” Ableitung. Die
partiellen Ableitungen werden jeweils an der Stelle (ag,bo, co, - - .) ausgewertetﬂ wobei ag, by,
o, die fiir die Groflen a, b, ¢, ... bestimmten ,,besten Werte sind. Der erhaltene Ableitungs-
wert 2 5 (ao, bo, co, - . .) wird auch als Empfindlichkeitskoeffizient von z beziiglich a bezeichnet, weil
er angibt, wie ,,empﬁndhch“ z auf Anderungen von a reagiert, withrend die anderen Variablen
konstant bleiben[¥| Abbildung [1.1] veranschaulicht diesen Zusammenhang,

1.5.2 Vertraglichkeit von Ergebnissen

Sind zwei Messwerte gegeben, so stellt sich oft die Frage, ob die Werte ,zueinander passen
oder ,,miteinander vertriaglich sind“. Diese Frage ist sehr zentral, denn die Antwort kann z. B.
dariiber entscheiden, ob ,nur* ein Ergebnis reproduziert wurde (was ja auch schon wichtig sein
kann), oder ob eine vollig neue Entdeckung gemacht wurde. Eine quantitative Aussage ist dabei
notwendig und mit Hilfe der Messunsicherheiten lisst sich diese Aussage treffen.

Zur Vereinfachung unterstellen wir, dass alle Messwerte einer Gauf3-Verteilung folgen und dass
jeweils die Standardunsicherheit angegeben ist, also keine erweiterte Unsicherheit.

®Das heifit, dass diese Werte in den beim Ableiten erhaltenen Ausdruck eingesetzt werden.
SFiir die anderen Gréfen gilt das entsprechend.
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Abbildung 1.1: Zur Erkldrung der Nutzung der partiellen Ableitung bei der Berechnung der
kombinierten Messunsicherheit iiber die Tangente an eine mehrdimensionale Funktion.

Die blaue Fliche zeigt in diesem Beispiel die Schwingungsdauer z(a,b) = QN\/% fiir ein Feder-
pendel mit der Masse a und der Federkonstante b. Die rote Gerade stellt die partielle Ableitung
in a-Richtung dar, die griine Gerade die partielle Ableitung in b-Richtung.

Unter diesen Umsténden wollen wir zwei Messwerte als ,,miteinander vertriaglich“ bezeichnen,
sofern sich die Unsicherheitsintervalle iiberlappen. Diese Regel ist recht einfach anwendbar. Dann
kann man sagen, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass den Messungen tatséichlich der gleiche
Wert zugrunde liegt, mindestens 68 % betrégtﬂ

"Wenn die beiden Unsicherheiten gleich groff sind, betrigt dieses sog. Vertrauensniveau sogar 84 %, das soll
hier aber nicht vertieft werden.

8Die Unsicherheitsintervalle sind in dieser Abbildung als senkrechte Striche (hier mit kleinen Querstrichen
am oberen und unteren Ende) durch die Messpunkte dargestellt. Dies ist die géingige Form der Darstellung in
Diagrammen. Der Strich zeigt dabei die Lage des gesamten Unsicherheitsintervalls an. Man bezeichnet diese
Darstellungsform als ,,Unsicherheitsbalken“. Haufig ist auch der veraltete Begriff ,,Fehlerbalken zu finden, dhnlich
wie die Messunsicherheitsanalyse aus historischen Griinden weiterhin oft als ,,Fehlerrechnung® bezeichnet wird.
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Abbildung 1.2: Illustration zur Faustregel beim Vergleich von Messergebnissenﬁ



